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1 Einleitung und Zielsetzung

Im folgenden Versuch bestimmen wir das Verhéltnis « := % der molaren Warmekapazitaten bei

konstantem Druck bzw. konstantem Volumen an verschiedenen (als ideal angenommenen) Gasen.
Durch die Grofle x lassen sich wiederum Riickschliisse auf die Struktur der Molekiile ziehen.
Da Cp und Cy nicht einfach experimentell zuganglich sind, bestimmen wir lediglich das Verhalt-
nis der beiden iiber eine Schallgeschwindigkeitsmessung in dem entsprechenden Gas mittels Ul-
traschall. Im folgenden beziehen wir uns sofern nicht anders angegeben in samtlichen Gleichungen
jeweils auf ein Mol eines Gases.

2 Theorie
2.1 Das ideale Gas

Wir gehen im folgenden immer von einem idealen Gas aus. Dieses wird charakterisiert durch die
folgenden Eigenschaften

e Die Gasmolekiile haben ein kleines Volumen verglichen mit dem Behélter.
e Die Gasmolekiile stoflen nur elastisch mit anderen Teilchen bzw. der Wand des Behélters.

e Die Gasmolekiile iiben untereinander keine Krifte aus.

2.2 Die Molwarmen Cp und Cy,

Generell definieren wir die molare Warmekapazitat oder Molwérme als

dq

C:= T (1)
mit der Warmednderung dQ und der Temperaturdnderung dT.
Wie bereits oben beschriebenen unterscheiden wir zwischen verschiedenen molaren Warmekapa-
zitdten flir konstanten Druck (C'p) und konstantes Volumen (Cy ). Cp ist dabei durchweg der
grofere Wert, da Energie sowohl zum Erwérmen das Gases, als auch zum Vergréflern des Volu-
mens benotigt wird.
Wir definieren zudem

K= — (2)

als Verhéltnis der beiden Groflen.
Aus dem ersten Hauptsatz der Warmelehre (mit der inneren Energie U, der aufgenommenen
Arbeit A und der Warme Q)

dU = dA +dQ (3)

sowie der allgemeinen Gasgleichung (mit dem Druck p, dem Volumen V, der allgemeinen Gas-
konstante R sowie der Temperatur T)

pV = RT (4)
erhilt man den Zusammenhang
Cp—Cy =R (5)
und daraus
o @ Oy +R ()
=0 7(]\/ .



2.3 Die innere Energie U eines idealen einatomigen Gases

Aufgrund der Eigenschaften eines idealen Gases besteht die innere Energie U lediglich aus kine-
tischer Energie. Wir betrachten dabei lediglich das mittlere Geschwindigkeitsquadrat 72, da die
exakte Verteilung der einzelnen Geschwindigkeiten uninteressant fiir unsere weiteren Betrach-
tungen sind. Somit folgt:

1
U= §mNLEZ : (7)

Mit Ny der Loschmidt Zahl oder Avogardro Konstante.
Durch die Betrachtung der Stéfle der Molekiile mit der Gefalwand und dem einbeziehen der
allgemeinen Gasgleichung erhalten wir den Zusammenhang

1 3
U= 5mNL@2 =5RT . (8)

Daraus ergibt sich auch der Zusammenhang

Cy = (Zg)vzgR . (9)

Die mittlere kinetische Energie eines (punktférmigen) Molekiils ergibt somit sich zu
— 1 3

Hierbei ist k die Boltzmann Konstante (k = R/Np).
Unter der Uberlegung, daf3 die Geschwindigkeit sich gleichmafig auf alle Raumwinkel aufteilt
ergibt sich der Zusammenhang

1
—MU; = —mu, = —Mmuv; = ng (11)
Somit besitzt das Molekiil pro Translationsfreiheitsgrad gerade %kT an kinetischer Energie.

2.4 Die innere Energie eines idealen mehratomigen Gases

Mehratomige Gase unterscheiden sich in der Anzahl der Freiheitsgrade von einem einatomigen.
So kommen noch zusétzliche Freiheitsgrade der Rotation sowie der Oszillation hinzu. Bei den
Oszialltionsfreiheitsgraden, mufl jedoch beachtet werden, dafl bei Oszillation neben kinetischer
auch potentielle Energie auftritt. Somit kann pro Oszillationsfreiheitsgrad die Energie kT aufge-
nommen werden (weiteres s.u.).

Aus den weiter oben gezeigten Bedingungen ergibt sich dann fiir beliebige ideale Gase das sog.
Aquipartitionsgesetz. Hierbei hat ein Molekiil mit f (Translations- bzw. Rotations-) Freiheitsgra-
den die mittlere kinetische Energie

— 1
Daraus ergibt sich, dafl die innere Energie fiir ein Mol eines idealen Gases gerade
1
U=f §RT (13)

ist.



2.5 k bei Molekiulen unterschiedlicher Gestalt

Aus den bereits gezeigten Beziehungen folgt

f Cv+R f+2
Cy==R=kK= = 14
R Ll (14)
Da die Anzahl der Freiheitsgrade durch die Gestalt des Molekiils bestimmt wird, bestimmen
wir nun s allgemein, fiir den Fall ein-,zwei-, sowie dreiatomiger (starrer) Molekiile und fiir den
allgemeinen Fall des nicht-starren mehratomigen Molekiils.

2.5.1 Einatomige Molekiile (Atome)

Kann man ein Atom als punktformig im Vergleich zu seiner mittleren freien Weglénge auffassen,
besitzt es lediglich 3 Freiheitsgrade. Daraus folgt:

3 5
_ — 1
Cv—2R2>l€ 3 (5)

2.5.2 Zweiatomige Molekiile

Zweiatomige Molekiile haben die Gestalt einer Strecke und besitzen neben den drei Translati-
onsfreiheitsgraden weitere 2 Rotationsfreiheitsgrade durch die 2 Rotationsachsen. Daraus folgt:

5 7
— . 1
Cv 2R:>/£ 5 (16)

2.5.3 Dreiatomige Molekiile

Liegen alle Atome eines dreiatomigen Molekiils auf einer Strecke, verhalten sie sich genauso wie
ein Zweiatomiges. Normalerweise jedoch stellt es eine gewinkelte Strecke dar, so dafl Rotationen
um drei Achsen auftreten kénnen.

Cv:3R:>/<;:§ (17)

2.5.4 Mehratomige nicht-starre Molekiile

Bei mehratomigen Molekiilen kénnen die einzelnen Atome oszillieren. Die mittlere Energie eines
Molekiils pro oszillatorischen Freiheitsgrad betriigt £ = kT, da die Gesamtenergie zu gleichen
Teilen aus kinetischer sowie potentieller Energie besteht.

Jedes Atom eines Molekiils kann dabei in drei Raumrichtungen schwingen. Um die Anzahl der
Oszillationsfreiheitsgrade zu errechnen, mufl von der Gesamtzahl der Freiheitsgrade (3n), die
Anzahl der Translations- und Rotationsfreiheitsgrade, subtrahiert werden.. Fiir die Anzahl der
oszillatorischen Freiheitsgrade ergibt sich dann fiir ein mehratomiges Molekiil (n > 2)

fosc =3n—6 (18)

Liegen alle Atome auf einer Geraden, besitzt das Molekiil nur zwei Rotationsfreiheitsgrade. Dar-
aus folgt dann:

fosc =3n-5 (19)

Fiir die Molwarme bei konstanten Volumen ergibt sich unter Berticksichtigung oszillierender
Atome (bei Molekiilen n > 1)

OV = (% + fosc)R (20)



2.6 ~ unter Beriicksichtigung quantenmechanischer Aspekte

Die oben gezeigte allgemeine Abhéngigkeit der Molwarme Cy von den Freiheitsgraden ist nur
bei hinreichend hohenn Temperaturen giiltig. Allgemein miissen quantenmechanische Methoden
zur Bestimmung von C, und damit xk herangezogen werden.

Damit ein Molekiil Translationen, Rotationen oder Oszillationen ausfiihren kann, muf} es Energie-
quanten AFE aufnehmen. Die Energiequanten fiir Translation und Rotation sind auch bei relativ
geringen Temperaturen klein gegen %kT. Anders ist es bei den Energiequanten fiir Oszillationen.
Fiir sie gilt

AFEys. = zhv (z=1,2,3,..) . (21)

Hierbei ist h das Plancksche Wirkungquantum und v die Schwingungsfrequenz.

Liegt nun AF,,. im Bereich der Energie k7T, der mittleren Energie pro Schwingungsfreiheits-
grad, besitzt ein Teil der Molekiile im Gas aufgrund der Geschwindigkeitsverteilung eine Energie
E < AFE,s.. Somit konnen diese Molekiile nicht oszillieren. Je weiter die Temperatur sinkt, de-
sto weniger Molekiile haben gentigend Energie, damit ihre Atome schwingen kénnen. Wenn die
Gasmolekiile nicht mehr oszillieren, sinkt ihre innere Energie und damit die Molwéarme.

Um « angeben zu kénnen, mufl man die Molwérme in Abhéngigkeit von der Temperatur ermit-
teln. Aus Gleichung (21) ergibt sich dann:

- hv

Epse = W (22)

Nach Differentation von (22) nach der Temperatur ergibt sich C,,0sc, dafi in Gleichung (6)
eingesetzt wird. x unter Beriicksichtigung der Energiequantelung bei Molekiiloszillationen ergibt
sich dann zu

3n—6
hv; xp(hv; /ET)
4+ R 3 (33) Gl im)-17
Rp = 3111_—6 (hv; JET) (23)
hv; ex Vi
B4R 2 (67 ) Gt iTy=1e
bzw.
3n—>5
7 hy; exp(hv; /kT
SR ¥ () Gthw, i -oe
i=
Kn = 3n—>5 2

hv; xp(hv; / kT
3+R Z; (%) (ex(;(If)LE/i/k{T)JIF

fir Molekiile deren Atome auf einer Geraden liegen.
Kennt man nun &, lassen sich Riickschliisse auf die Molekiilstruktur ziehen. Aulerdem kann man
priifen, ob mehratomige Molekiile starr sind oder schwingen.

3 Durchfiihrung

3.1 Die Schallgeschwindigkeit in Gasen

Wie bereits angesprochen 148t sich x gut iiber die Schallgeschwindigkeit in Gasen bestimmen.
Dies soll nun gezeigt werden.



Schallwellen sind longitudinale Schwingungen, die sich als Druckschwankungen in einem Medi-
um fortpflanzen. Fiir die Bewegung von Schallwellen in Gasen lasst sich die Wellengleichung
aufstellen. Sie lautet

0?1 0%

Ry (25)

Mit € der Verschiebung eines Volumenelementes durch die Druckschwankungen.
Nach der allgemeinen Wellengleichung steht die Konstante g fiir das Quadrat der Fortpflan-

zungsgeschwindigkeit der Welle. Es ist also
2_ N
=< 26
0 (26)

mit 7, dem adiabatischen (es wird angenommen, dafi kein Warmeaustausch mit der Umgebung
stattfindet) Kompressionsmodul und g, der Dichte des Gases. Mit Hilfe der Poissonschen Glei-
chung

pV"* = const. (27)
ergibt sich
RT RT
n:/fp:’fv:’fgw . (28)

Mit der Molekiilmasse M.
Setzt man dies nun in Gleichung (26) ein und beriicksichtigt, dass ¢ = \-v ist, bekommt man
fiir k

_ MN22
"= TRT

(29)

Hierbei ist A die Wellenldnge der Schallwelle und v ihre Frequenz.
K héngt somit nur noch von experimentell gut zu bestimmenden Gréfien ab.

3.2 Versuchsaufbau und Durchfiihrung

Um & zu bestimmen ist es nun nur noch notwendig die Wellenldnge und Frequenz von Schall in
dem zu untersuchenden Gas zu bestimmen. Dazu verwenden wir die in Abbildung 1 dargestellte
Apparatur.

In einer mit einem Gas gefillten Kammer (wir verwenden abwechselnd Luft, Argon und Koh-
lendioxid) befinden sich zwei Piezokristalle. Diese Kristalle besitzen die Eigenschaft, daf sie bei
einer periodischen Spannung zum Schwingen angeregt werden. Dieser Vorgang funktioniert auch
umgekehrt, so dafl ein Kristall, auf den eine Kraft ausgeiibt wird, eine Spannung erzeugt.

Dies wird nun zur Schallgeschwindigkeitsmessung genutzt. Ein Kristall (der Empfinger) ist am
Ende der Kammer befestigt und mit den Y-Ablenkplatten eines Oszillographen verbunden. Ein
weiterer Kristall (der Sender) befindet sich auf einem fahrbaren Schlitten, so daf} sich seine Di-
stanz zum Empfanger iiber eine Mikrometerschraube regulieren 148t. Er wird nun iiber einen
Frequenzgenerator mit einer Wechselspannungen mit 38,80 kHz (der Resonanzfrequenz der Kris-
talle) dazu angeregt Schallwellen auszusenden. Der Frequenzgenerator ist zusétzlich tiber seinen
Referenzausgang mit der X-Ablenkung des Oszillographen verbunden.

Nun kann man generell am Oszillographen Lissajous-Figuren beobachten. Varriiert man die Di-
stanz zwischen Empfanger und Sender stellt man fest, das bei bestimmten Entfernungen die
Lissajous-Figuren zu einer Geraden ausartet. Variiert man weiter den Abstand zwischen den
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Abbildung 1: Abb.1: Versuchsaufbau

beiden Kristallen ergibt sich wieder eine Lissajou Figur die irgendwann wieder zu einer Geraden
entartet. Der Abstand zwischen den Schlittenpositionen entspricht dann genau A/2. Somit be-
tragt die Phasenverschiebung 180°.

Um die Messgenauigkeit zu erhohen, verwenden wir die gesamte Lange der Mikrometerschraube,
zahlen die auftretenden Geraden und notieren jeweils die Position des Schlittens bei der ersten
und letzten Gerade.

4 Auswertung

4.1 Aligemeines zur Fehlerrechnung

Wir nutzen zur Berechnung der Fehler die folgenden Formeln:
Fiir den Mittelwert gilt:

T =

S|

n
i=1

Fiir den absoluten Fehler des Mittelwertes gilt:

Fiir den relativen Fehler gilt:



4.2 Allgemeines zur Messung der GroBe x

Die Resonanzfrequenz des piezoelektrischen Kristalls betréagt (38,80 £ 0,004) kHz. Die Tempe-
ratur ist jeweils mit einem Ablesefehler von + 0,1°C bzw. + 0,1K behaftet. Die Druckangabe
des Barometers ist mit einem Ablesefehler von + 0,2% behaftet. Die allgemeine Gaskonstante
ist gegeben durch den Literaturwert 8,314472 ﬁ

Zur Berechnung von A, ¢ und & nutzt man die Gleichungen:

2- (Positionl — Position?2)

A = - (30)

c = Av (31)
M

ko= pr (32)

wobei n die Anzahl der Phasenverschiebungen der Lissajous-Figur um 180°, v die Resonanz-
frequenz des Sendekristalls, M das Molekulargewicht ist und R die allgemeine Gaskonstante.

Der Fehler von x kann vereinfacht werden, da es sich bei der Berechnung um reine Multipli-
kation handelt zu:

Sk = \/4 ’ Sz,rel. + S%",rel. (33)

4.3 k fiir Luft

Nimmt man an, daf§ die Gasmolekiile starr sind, so erhélt man iiber Gleichung (16), unter der
Beriicksichtigung, das es 5 Freiheitsgrade gibt (3 Translationen, 2 Rotationen), fiir £ den Wert
1,4. Betrachtet man die Molekiile nicht als starr, so ergibt sich iiber die Gleichung

C,+R

. (34)

Rtheo. =

mit C, = (6 - 5/2)R, ein Wert von =~ 1,286.
Fir Luft bendtigen wir das Molekulargewicht von 0,02897 kg/mol. Aulerdem wurden konstant
8 Phasenverschiebungen der Lissajous-Figur um 180° gemessen.

T [°C] | T [K] | Positionl [mm] | Postition2 [mm] | P [mbar] | A [mm] || ¢ [m/s]

21,3 294,45 38,82 3,42 1016 8,85 343,38

21,3 294,45 38,81 3,41 1016 8,85 343,38

21,3 | 294,45 38,82 3,41 1016 8,85 343,48

21,4 | 294,55 38,81 3,42 1016 8,85 343,28

21,5 | 294,65 38,80 3,40 1016 8,85 343,38

Mittelwert: 21,36 | 294,51 1016 8,85 343,38
abs. Fehler: 0,04 0,04 0 0,001 0,03
rel. Fehler: | 0,19% | 0,01% 0% 0,01% 0,01%

Tabelle 1: Messung fiir Luft

Aus den gemessenen Werten ergibt sich schlielich x = (1,395 4 0,0003).




Da der experimentell ermittelte Wert vom theoretischen Wert fiir starre Molekiile nur um etwa
0,4% abweicht, aber vom Wert fiir nicht starre Molekiile aber um etwa 8,5% abweicht, kann man
davon ausgehen das die Molekiile der Luft (hauptsichlich Ny und Os) bei Zimmertemperatur als
starr bezeichnet werden kénnen.

4.4 £ fir Argon

Da Argon ein einatomiges Gas ist, besitzen seine Molekiile nur die drei Freiheitsgrade der Trans-
lation. Daher liegt der theoretische Wert nach (15) bei k = 1,667.

Fiir die Bestimmung von « fiir Argon benotigen wir das Molekulargewicht von 0,03994 kg/mol.
Auflerdem wurden konstant 9 Phasenverschiebungen der Lissajous-Figur um 180° gemessen.

T [°C] | T [K] | Positionl [mm] | Postition2 [mm| | P [mbar] | A [mm] || ¢ [m/s]

23,1 296,25 37,36 0,21 1012 8,26 320,32

23,0 | 296,15 37,36 0,19 1013 8,26 320,49

23,0 | 296,15 37,32 0,18 1013 8,25 320,23

23,0 | 296,15 37,33 0,18 1013 8,26 320,32

22,9 296,05 37,31 0,18 1013 8,25 320,14

Mittelwert: | 23,0 | 296,15 1012,8 8,26 320,30
abs. Fehler: | 0,03 0,03 0,20 0,001 0,057
rel. Fehler: | 0,01% | 0,02% 0,04% 0,04% || 0,04%

Tabelle 2: Messung fiir Argon

Aus den gemessenen Werten ergibt sich schliellich x = (1,664 + 0,001).
Der experimentell ermittelte Wert fiir £ weicht hier nur um 0,2% ab.
4.5 k fur Kohlendioxid

Das Molekulargewicht M von C'Oy betragt 0,04401 kg/mol. Es wurden konstant 10 Phasenver-
schiebungen der Lissajous-Figur um 180° gemessen.

T [°C] | T [K] | Positionl [mm] | Postition2 [mm] | P [mbar] | A [mm] || ¢ [m/s]

23,3 | 296,45 36,67 1,74 1013 6,99 271,06

23,2 | 296,35 36,65 1,74 1013 6,98 270,90

23,1 296,25 36,64 1,73 1014 6,98 270,90

23,2 296,35 36,65 1,72 1014 6,99 271,06

23,2 296,35 36,65 1,73 1014 6,98 270,98

Mittelwert: 23,2 | 296,35 1013,6 6,98 270,98
abs. Fehler: 0,03 0,03 0,25 0,001 0,04
rel. Fehler: | 0,14% | 0,01% 0,02% 0,01% 0,01%

Tabelle 3: Messung fiir CO-

Aus den gemessenen Werten ergibt sich schlielich x = (1,312 4 0,0004).

Kohlendioxid stellt nun ein dreiamtomiges Gas dar. Wir erhalten nach (17) einen Wert von
k = 1, 33 fiir gewinkelte, starre Molekiile. Somit miifite es sich der klassischen Theorie nach um
ein gewinkeltes, starres Molekiil handeln.



Jedoch handelt es sich bei Kohlendioxid (bei Zimmertemperatur) tatsichlich um ein gestreck-
tes Molekiil. Somit werden hierbei schon die Grenzen der klassichen Theorie tiberschritten und
quantenmechanische Effekte miissen Berticksichtigung finden.

4.6 Beriicksichtigung der Energiequantelung

Berticksichtigen wir die Energiequantelung der Molekiiloszillationen, so gilt hier jeweils fir ge-
streckte Molekiile:
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Mit den Werten fiir CO4 von v = vy = 19,9THz, v5 = 40THz, vy = 7T0THz, einer Temperatur
von T = 296,35K, der Boltzamnn Konstante k = 1,38066 - 10723J/K sowie dem Planck’schen
Wirkungsquantum h = 6,62606876.J serhélt man schlieflich einen theoretischen Wert

K = 0,449 + 0,449 + 0,065 + 0,001 = 1,289

Man erkennt eine gute Uberinstimmung mit dem experimentell ermittelten Wert.
Fir NoO mit den Werten vy = vy = 17,7THz, v3 = 38,55THz, vy, = 66,7THz und gleicher
Temperatur (und den bereits verwendeten Naturkonstanten) erhéilt man den Wert

Kk =0,526 + 0,526 + 0,085 + 0,003 = 1,275

4.7 Fehlerdiskussion
Folgende Fehler konnten die Messergebnisse verfalscht haben:
e Die Messungen wurden nicht bei konstanter Temperatur durchgefiihrt.
e Anzeigefehler des Thermometers
e Die Wellenlange 148t sich mittels des Oszilloskops nicht exakt ermitteln (Ablesefehler).

e Der Sinusgenerator lieferte keine konstante Frequenz

10
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